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Аннотация. В работе рассматривается описание достижения предельного состояния упрочняющихся жёст-
копластических тел на основании гипотезы об определении достижения такого состояния исчерпанием 
пластических свойств материала. Представлены поверхности деформационных состояний и описаны пре-
дельные состояния для пластически сжимаемых жёсткопластических сред; выведены соотношения, позво-
ляющие построить линии, определяющие деформирование образцов при плоской деформации. 
 
Summary. The paper describes possessing limiting state of hardening rigid-plastic bodies proceeding from the hy-
pothesis that such a state could be possessed by the exhaustion of the plastic properties of the material. The surfaces 
of deformation states for plastically compressible rigid-plastic media are presented, limiting states for plastically 
compressible rigid-plastic media are described, and relationships are derived that allow constructing lines that de-
form the samples under planar deformation. 
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Деформационные состояния и разрушение несжимаемых жёсткопластических тел рассмат-
ривались в работах [1 – 4]. Необходимость определения поверхности деформационных состояний 
определяется возможностью описания предельных состояний упрочняющихся жёсткопластиче-
ских тел. Это описание связывалось с гипотезой Серенсена о том, что достижение предельного 
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состояния определяется исчерпанием пластических свойств материала, то есть при достижении 
предельного состояния материал не может деформироваться непрерывно, а пластическое течение 
его возможно только при наличии разрывов поля скоростей перемещений. Подход, рассматривае-
мый ниже, обобщается на случай пластически сжимаемого материала. 

Поверхности деформационных состояний для пластически сжимаемых жёсткопла-
стических сред 

Поверхность деформационных состояний связана с формулировкой закона сохранения мас-
сы в виде уравнения неразрывности: 

 

, 0d V
dt  

   или  κ,κ ρdV ln

dt
  , (

1) 
 

где   – плотность материала; d V
dt t x



 
 
 

 – материальная производная; V  – скорость пере-

мещения частиц материала. Примем за меру деформаций тензор конечных деформаций Альманси: 
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Компоненты тензора скоростей деформации определяются в виде 
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Здесь ,i iX x  – соответственно лагранжевы и эйлеровы координаты частиц материала. 
Тензоры ijE и ij  связаны соотношением 
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Рассмотрим поле скоростей вида [1]: 

 

     1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,V x t V x t V x t       (5) 
 

которое задаёт простой тип нагружения, когда тензоры деформаций и скоростей деформаций 
предполагаются соосными. Согласно (5) компоненты тензора скоростей деформаций определяют-
ся в виде      11 1 22 2 33 3 12 13 23, , , 0t t t                , то есть  i t  – главные значения 
тензора скоростей деформаций в выбранной декартовой системе координат. Уравнение (1) примет 
следующий вид: 

 

 1 2 3
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        . (6) 
 

С учётом поля скоростей (5) соотношения (4) примут такой вид: 
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После интегрирования и суммирования выражения (7) преобразуются к виду 
 

     1 2 3 0
0

1 2 1 2 1 2 2 2 2 ,ln E E E ln ln ln 
       


 (8) 

 

где 0  – начальная плотность материала. Из (8) следует, что 
 

     
2
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0
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 (9) 

 
При 0    уравнение (9) будет определять в пространстве главных деформаций  1 2 3, ,E E E  

поверхность деформационных состояний несжимаемого жёсткопластического тела, рассматрива-
емой в работах [1 – 4]. 

Уравнение (9) может быть записано через основные инварианты тензора конечных дефор-
маций Альманси: 

 
2

0

1 2I 4II 8III .E E E
 

      
 (10) 

 
Уравнения (10) задают деформационные состояния пластически сжимаемого тела в виде 

семейства плоскостей, квадрат расстояния которых от начала координат определяется относитель-
ным изменением плотности материала в процессе пластического деформирования. 

1. Предельные состояния для пластически сжимаемых жёсткопластических сред 
Введение поверхностей деформационных состояний позволяет интерпретировать предель-

ные состояния в виде линий на этих поверхностях. Предельные состояния пластических сред свя-
зываются, как правило, с качественным изменением процесса деформирования пластического те-
ла. Такие характерные качественные изменения традиционно вводятся при рассмотрении одноос-
ного растяжения плоских и цилиндрических образцов и связаны с тремя этапами [5]: 

1) растяжением образца до момента образования шейки (до этого этапа материал ведёт себя 
практически как пластически несжимаемый); 

2) образованием шейки и зарождением пор в материале (считается, что на этом этапе мате-
риал можно считать сжимаемым); 

3) объединением пор в общую макротрещину, что собственно связано с разрушением мате-
риала. 

Такому подходу соответствуют два вида предельных состояний пластических сред: 
1) состояние перехода пластически несжимаемого материала в пластически сжимаемое; 
2) образование макротрещины, связанное с объединением пор. 
Полученное соотношение (10) позволяет ввести критерий разрушения материала по пре-

дельной плотности. При этом первое предельное состояние будет определяться соотношением 

0

1.
  


 И этому будет соответствовать некоторая плоскость (см. рис. 1). 

Второе предельное состояние определяется соотношением .    Этому будет соответ-
ствовать плоскость в пространстве основных инвариантов тензора деформаций, параллельная 
плоскости, определяющей первое предельное состояние. 

Указанную величину    можно определить из диаграммы нагружения образцов для кон-
кретных материалов в условиях плоской деформации, осесимметричной деформации и плоского 
напряжённого состояния как деформированные состояния, соответствующие .B  Описание де-
формирования образцов в указанных условиях рассмотрены в работах [6 – 13]. 
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Рис. 1. Поверхность деформационных состояний 
 

Деформация в условиях плоской деформации определяется следующими соотношениями: 

 1 2
1 1
2 1

E e+g= 
 

, 2
2

1g
2

E e       , где   – относительное удлинение образца. 

Деформация в условиях осесимметричной деформации определяется следующими соотно-
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Эти соотношения позволяют построить линии, определяющие деформирование образцов 
при плоской деформации, осесимметричной деформации и плоском напряжённом состоянии  
в пространстве основных инвариантов тензора конечных деформаций. Указанные зависимости по-
лучены в предположении пластической несжимаемости материалов. Конечной точке этих линий 
соответствует разрушение образцов. Заметим, что эти точки должны находиться на определённой 
поверхности, определяемой уравнением (10). 

2. Условие пластичности Мизеса – Шлейхера 
Условие пластичности Мизеса – Шлейхера можно записать в виде 
 

     2 2 2
1 2 2 3 3 1

1 σ σ σ σ σ σ βσ= ,
6

k       (11) 

где  1 2 3
1σ σ σ σ
3

    – среднее гидростатическое давление. Используя ассоциированный закон 

пластического течения ε λ
σij
f
ij





 и условие пластичности (11), найдём: 
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Складывая полученные выражения и приводя подобные слагаемые, получим следующее: 

 

11 22 33ε ε ε λβ   . (12) 
 

Учитывая (1) и (3), из (12) можно получить κ,κ λβV   и  1β= ρ
λ

d ln
dt

 . 
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